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Resumen del trabajo

Este trabajo se enmarca en el andlisis estadistico con datos imprecisos, los cuales constituyen uno
de los nuevos tipos de datos que van surgiendo al ampliarse atin més el campo de aplicaciones
de la Estadistica. El analisis de esta clase de datos presenta una serie de retos, debidos en buena
parte a las peculiaridades del espacio en el que se trabaja. Este trabajo se ha centrado en el
caso de los datos intervalares, cuyas aplicaciones al mundo real son muy numerosas en areas tan
diversas como la Economia, la Psicologia, la Biomedicina, las Ingenierias, etc.

La teoria de los intervalos aleatorios (compactos), entendida como un caso especial de la
teoria de conjuntos aleatorios compactos y convexos, ha impulsado la formalizaciéon matemética
de muchos conceptos estadisticos sobre los mecanismos aleatorios que generan datos intervalares,
asi como el interés por el desarrollo de técnicas estadisticas que faciliten su analisis.

La filosofia perseguida en este trabajo es la de conservar, en la medida de lo posible, las
nociones y técnicas clasicas utilizadas para variables y vectores aleatorios, si bien este enfoque
no carece de obstaculos por las caracteristicas propias de este tipo de datos. En este sentido, cabe
resenar la falta de linealidad del espacio de valores de esos datos (intervalos compactos no vacios)
con la aritmética usual y, como consecuencia de dicha semilinealidad, la inexistencia de una
operacién diferencia que simultaneamente esté siempre bien definida y conserve las propiedades
que posee en el caso real en relacidén con la operaciéon suma.

Como herramienta clave para el desarrollo o adaptacién de técnicas estadisticas para interva-
los aleatorios, se manejaran distancias entre intervalos compactos, evitando asi los inconvenientes
que con seguridad presentarian las diferencias entre intervalos.

Dentro de todo el abanico de hipotéticos estudios estadisticos con datos intervalares, el trabajo
candidato al Premio Ramiro Melendreras se centra en la propuesta de medidas de localizacion
robustas. Se trata de un objetivo de enorme interés, ya que en los ultimos anos se han ido
ampliando exponencialmente los métodos estadisticos generalizados a intervalos aleatorios, pero
la pratica totalidad de ellos se basan en la media de Aumann. Si bien el valor de Aumann goza
de abundantes propiedades, muy convenientes desde el punto de vista tanto estadistico como
probabilistico, también hereda de la media de variables aleatorias reales su excesiva sensibilidad
ante la existencia de datos atipicos (outliers) o los cambios en los datos.

Con el propdsito de reforzar en este aspecto los métodos existentes en la literatura y cimentar
adecuadamente los modelos ain por desarrollar, se vuelve acuciante la busqueda de medidas
que resuman la tendencia central de los intervalos aleatorios y que no se vean tan sumamente
influenciadas por errores u observaciones atipicas como la media de Aumann. En pocas palabras,
que salvaguarden las conclusiones estadisticas obtenidas a través de esos métodos, incluso bajo

esos supuestos cambios con respecto a las condiciones iniciales o ideales para el estudio.

Estado del arte

En este apartado se resumirédn las ideas que ya se habian recogido en la literatura acerca del
problema planteado para este trabajo. Hay que tener en cuenta que muy pocas veces se habia
abordado la cuestiéon de estimar la localizacion de un intervalo aleatorio a través de un estimador

que a su vez tomara valores de intervalo y, al mismo tiempo, fuera robusto. En este punto, seria



conveniente hacer una referencia a los dos tipos de vertientes que se originaron en el campo de

los intervalos aleatorios.

e Por un lado, algunos expertos consideran que la obtencién de datos intervalares estd mo-
tivada por la imprecision o los errores de medicién a la hora de observar una variable
aleatoria. En este caso, el objetivo esta siempre ligado a la variable aleatoria subyacente.
Entre dichos trabajos cabe citar, aunque para el caso méas general de valores difusos, Ban
et al. [1], Bodjanova [2], Grzegorzewski [3], Kersten [4] y Yamashiro [14, 15]. Notese que la
medida que examinan es la mediana y que no se complementan las propuestas con ningtn

estudio formal de la robustez.

e Por el otro lado, otros expertos centran su atencion en el estudio de la los intervalos aleato-
rios que representan caracteristicas esencialmente imprecisas. Si bien este ultimo es el
enfoque que impulso6 esta investigacion, conviene aclarar que los resultados obtenidos son
aplicables independientemente de la concepcién que se tenga sobre su significado e inter-
pretacion, siempre que las conclusiones estadisticas atanan a las caracteristicas imprecisas

v no a las posibles reales subyacentes.

Puede decirse, por lo tanto, que el estudio robusto completo de la localizacién de un intervalo
aleatorio practicamente se origina con la tesis doctoral de la autora de este trabajo, tanto en
la amplia propuesta de medidas como en el uso de herramientas de la Teoria de la Robustez
Estadistica para fundamentar teéricamente el acierto de dichas alternativas y la mejora que
suponen en comparaciéon con la media de Aumann.

Aunque las medidas de localizacion aqui recogidas fueron introducidas en su momento en la
tesis doctoral, presentada a finales de junio de 2014, es justo comentar que varios de los resultados
més importantes y globalizadores aqui expuestos (como la medibilidad, la consistencia y el punto
de ruptura de los M-estimadores de localizacion) se han demostrado con posterioridad a la defensa
de la tesis. De todos modos, y como se va a detallar a continuacién, existen varias publicaciones
acerca de los conceptos ad hoc de tipo L' y alguna con un estudio parcial de la nocién ad hoc de
tipo L? (de ahi que no se hayan incluido demostraciones de los resultados ya publicados), pero
el estudio general de los M-estimadores de localizaciéon para datos intervalares es completamente
novedoso.

Como se ha ido referenciando a lo largo del trabajo, la propuesta de las extensiones de la
nocion de mediana al caso intervalar a través de métricas se encuentra ya en la literatura (véanse,
por ejemplo, Sinova et al. [8, 10] y Sinova y Van Aelst [11, 13], y asimismo Sinova et al. [9, 12]
para la situacién mas general de los nameros difusos aleatorios, del que los intervalos aleatorios

son un caso particular).

Contribuciones de este trabajo

Con respecto a las nociones de mediana ya presentes en la literatura, este trabajo da un paso
més alla al unificar todos esos conceptos ad hoc y otros novedosos desde el punto de vista de la
literatura (los M-estimadores definidos a través del Teorema de Representacion) bajo un mismo

marco tedrico: el de los M-estimadores de localizacion.



El que los M-estimadores de localizaciéon de variables aleatorias reales sean considerados una
herramienta exitosa en el estudio de la tendencia central, motiva sin duda su extensiéon al caso
intervalar. Recuérdese que los M-estimadores se definen a través de un problema de minimizacion
de cierta funcién de pérdida evaluada en las distancias euclideas entre los valores que toma la
variable aleatoria y la clase de ntimeros reales. Por lo tanto, la mediana es un caso particular
de M-estimador de localizacién: el que se obtiene al escoger como funcién de pérdida la funcion
valor absoluto. De hecho, la idea subyacente es la de proponer estimadores intermedios entre
la media (con funcion de pérdida la funcion cuadrado) y la mediana (con funcién de pérdida la
funcion valor absoluto).

Existen en la literatura algunos trabajos que adaptan los M-estimadores de localizaciéon al
caso de elementos aleatorios que toman valores en un espacio de Hilbert, si bien sus autores las
enmarcan Unicamente en el contexto de la estimacién robusta de la funcién nicleo de densidad
(véanse Kim [5] y Kim y Scott [6, 7]). Gracias a la existencia de un encaje isométrico del espacio
de intervalos compactos en el cono R x [0, 00) del espacio de Hilbert R?, es posible introducir los
M-estimadores de localizacién para intervalos aleatorios.

Los teoremas de ezistencia y unicidad de solucion (el Teorema de Representacion), asi como
el estudio de la solucion algoritmica, son aplicaciones de los logros publicados en los articulos
anteriores por Kim y Scott. Una de las conclusiones mas interesantes de la particularizacion del
Teorema de Representacion es que, bajo las condiciones del mismo (que cumplen muchas de las
funciones de pérdida mas notables en este marco), los M-estimadores pueden expresarse como
combinaciones lineales convexas de los valores muestrales, lo que en el caso que se estudia da
lugar a estimaciones con valores intervalares (gracias a que las las combinaciones convexas de
sus imégenes en el cono en el que se encajan isométricamente permanecen en el mismo).

La contribucion del trabajo presentado al Premio Ramiro Melendreras es el andlisis formal
de la medibilidad, consistencia y robustez de esta alternativa, asi como el estudio completo del
concepto ad hoc de tipo L?. Las pruebas de dichos resultados son demasiado largas para la
longitud permitida para el trabajo, asi que en su mayor parte se han incluido simplemente
indicaciones esqueméticas acerca de su demostracion.

El estudio riguroso llevado a cabo en el trabajo se complementa con estudios de simulacion
también novedosos, en los que se comparan, desde el punto de vista de varios criterios estadisticos,
algunos de los M-estimadores mas notables obtenidos. Estos estudios de simulacién conllevan
una dificultad adicional, ya que no se dispone aiin de modelos de distribuciones para intervalos
aleatorios que sean suficientemente realistas como para ajustarse bien y representar un amplio

espectro de situaciones practicas.
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