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Resumen del trabajo

Este trabajo se enmar
a en el análisis estadísti
o 
on datos impre
isos, los 
uales 
onstituyen uno

de los nuevos tipos de datos que van surgiendo al ampliarse aún más el 
ampo de apli
a
iones

de la Estadísti
a. El análisis de esta 
lase de datos presenta una serie de retos, debidos en buena

parte a las pe
uliaridades del espa
io en el que se trabaja. Este trabajo se ha 
entrado en el


aso de los datos intervalares, 
uyas apli
a
iones al mundo real son muy numerosas en áreas tan

diversas 
omo la E
onomía, la Psi
ología, la Biomedi
ina, las Ingenierías, et
.

La teoría de los intervalos aleatorios (
ompa
tos), entendida 
omo un 
aso espe
ial de la

teoría de 
onjuntos aleatorios 
ompa
tos y 
onvexos, ha impulsado la formaliza
ión matemáti
a

de mu
hos 
on
eptos estadísti
os sobre los me
anismos aleatorios que generan datos intervalares,

así 
omo el interés por el desarrollo de té
ni
as estadísti
as que fa
iliten su análisis.

La �losofía perseguida en este trabajo es la de 
onservar, en la medida de lo posible, las

no
iones y té
ni
as 
lási
as utilizadas para variables y ve
tores aleatorios, si bien este enfoque

no 
are
e de obstá
ulos por las 
ara
terísti
as propias de este tipo de datos. En este sentido, 
abe

reseñar la falta de linealidad del espa
io de valores de esos datos (intervalos 
ompa
tos no va
íos)


on la aritméti
a usual y, 
omo 
onse
uen
ia de di
ha semilinealidad, la inexisten
ia de una

opera
ión diferen
ia que simultáneamente esté siempre bien de�nida y 
onserve las propiedades

que posee en el 
aso real en rela
ión 
on la opera
ión suma.

Como herramienta 
lave para el desarrollo o adapta
ión de té
ni
as estadísti
as para interva-

los aleatorios, se manejarán distan
ias entre intervalos 
ompa
tos, evitando así los in
onvenientes

que 
on seguridad presentarían las diferen
ias entre intervalos.

Dentro de todo el abani
o de hipotéti
os estudios estadísti
os 
on datos intervalares, el trabajo


andidato al Premio Ramiro Melendreras se 
entra en la propuesta de medidas de lo
aliza
ión

robustas. Se trata de un objetivo de enorme interés, ya que en los últimos años se han ido

ampliando exponen
ialmente los métodos estadísti
os generalizados a intervalos aleatorios, pero

la práti
a totalidad de ellos se basan en la media de Aumann. Si bien el valor de Aumann goza

de abundantes propiedades, muy 
onvenientes desde el punto de vista tanto estadísti
o 
omo

probabilísti
o, también hereda de la media de variables aleatorias reales su ex
esiva sensibilidad

ante la existen
ia de datos atípi
os (outliers) o los 
ambios en los datos.

Con el propósito de reforzar en este aspe
to los métodos existentes en la literatura y 
imentar

ade
uadamente los modelos aún por desarrollar, se vuelve a
u
iante la búsqueda de medidas

que resuman la tenden
ia 
entral de los intervalos aleatorios y que no se vean tan sumamente

in�uen
iadas por errores u observa
iones atípi
as 
omo la media de Aumann. En po
as palabras,

que salvaguarden las 
on
lusiones estadísti
as obtenidas a través de esos métodos, in
luso bajo

esos supuestos 
ambios 
on respe
to a las 
ondi
iones ini
iales o ideales para el estudio.

Estado del arte

En este apartado se resumirán las ideas que ya se habían re
ogido en la literatura a
er
a del

problema planteado para este trabajo. Hay que tener en 
uenta que muy po
as ve
es se había

abordado la 
uestión de estimar la lo
aliza
ión de un intervalo aleatorio a través de un estimador

que a su vez tomara valores de intervalo y, al mismo tiempo, fuera robusto. En este punto, sería
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onveniente ha
er una referen
ia a los dos tipos de vertientes que se originaron en el 
ampo de

los intervalos aleatorios.

• Por un lado, algunos expertos 
onsideran que la obten
ión de datos intervalares está mo-

tivada por la impre
isión o los errores de medi
ión a la hora de observar una variable

aleatoria. En este 
aso, el objetivo está siempre ligado a la variable aleatoria subya
ente.

Entre di
hos trabajos 
abe 
itar, aunque para el 
aso más general de valores difusos, Ban

et al. [1℄, Bodjanova [2℄, Grzegorzewski [3℄, Kersten [4℄ y Yamashiro [14, 15℄. Nótese que la

medida que examinan es la mediana y que no se 
omplementan las propuestas 
on ningún

estudio formal de la robustez.

• Por el otro lado, otros expertos 
entran su aten
ión en el estudio de la los intervalos aleato-

rios que representan 
ara
terísti
as esen
ialmente impre
isas. Si bien este último es el

enfoque que impulsó esta investiga
ión, 
onviene a
larar que los resultados obtenidos son

apli
ables independientemente de la 
on
ep
ión que se tenga sobre su signi�
ado e inter-

preta
ión, siempre que las 
on
lusiones estadísti
as atañan a las 
ara
terísti
as impre
isas

y no a las posibles reales subya
entes.

Puede de
irse, por lo tanto, que el estudio robusto 
ompleto de la lo
aliza
ión de un intervalo

aleatorio prá
ti
amente se origina 
on la tesis do
toral de la autora de este trabajo, tanto en

la amplia propuesta de medidas 
omo en el uso de herramientas de la Teoría de la Robustez

Estadísti
a para fundamentar teóri
amente el a
ierto de di
has alternativas y la mejora que

suponen en 
ompara
ión 
on la media de Aumann.

Aunque las medidas de lo
aliza
ión aquí re
ogidas fueron introdu
idas en su momento en la

tesis do
toral, presentada a �nales de junio de 2014, es justo 
omentar que varios de los resultados

más importantes y globalizadores aquí expuestos (
omo la medibilidad, la 
onsisten
ia y el punto

de ruptura de los M-estimadores de lo
aliza
ión) se han demostrado 
on posterioridad a la defensa

de la tesis. De todos modos, y 
omo se va a detallar a 
ontinua
ión, existen varias publi
a
iones

a
er
a de los 
on
eptos ad ho
 de tipo L1
y alguna 
on un estudio par
ial de la no
ión ad ho
 de

tipo L2
(de ahí que no se hayan in
luido demostra
iones de los resultados ya publi
ados), pero

el estudio general de los M-estimadores de lo
aliza
ión para datos intervalares es 
ompletamente

novedoso.

Como se ha ido referen
iando a lo largo del trabajo, la propuesta de las extensiones de la

no
ión de mediana al 
aso intervalar a través de métri
as se en
uentra ya en la literatura (véanse,

por ejemplo, Sinova et al. [8, 10℄ y Sinova y Van Aelst [11, 13℄, y asimismo Sinova et al. [9, 12℄

para la situa
ión más general de los números difusos aleatorios, del que los intervalos aleatorios

son un 
aso parti
ular).

Contribu
iones de este trabajo

Con respe
to a las no
iones de mediana ya presentes en la literatura, este trabajo da un paso

más allá al uni�
ar todos esos 
on
eptos ad ho
 y otros novedosos desde el punto de vista de la

literatura (los M-estimadores de�nidos a través del Teorema de Representa
ión) bajo un mismo

mar
o teóri
o: el de los M-estimadores de lo
aliza
ión .
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El que los M-estimadores de lo
aliza
ión de variables aleatorias reales sean 
onsiderados una

herramienta exitosa en el estudio de la tenden
ia 
entral, motiva sin duda su extensión al 
aso

intervalar. Re
uérdese que los M-estimadores se de�nen a través de un problema de minimiza
ión

de 
ierta fun
ión de pérdida evaluada en las distan
ias eu
lídeas entre los valores que toma la

variable aleatoria y la 
lase de números reales. Por lo tanto, la mediana es un 
aso parti
ular

de M-estimador de lo
aliza
ión: el que se obtiene al es
oger 
omo fun
ión de pérdida la fun
ión

valor absoluto. De he
ho, la idea subya
ente es la de proponer estimadores intermedios entre

la media (
on fun
ión de pérdida la fun
ión 
uadrado) y la mediana (
on fun
ión de pérdida la

fun
ión valor absoluto).

Existen en la literatura algunos trabajos que adaptan los M-estimadores de lo
aliza
ión al


aso de elementos aleatorios que toman valores en un espa
io de Hilbert, si bien sus autores las

enmar
an úni
amente en el 
ontexto de la estima
ión robusta de la fun
ión nú
leo de densidad

(véanse Kim [5℄ y Kim y S
ott [6, 7℄). Gra
ias a la existen
ia de un en
aje isométri
o del espa
io

de intervalos 
ompa
tos en el 
ono R× [0,∞) del espa
io de Hilbert R
2
, es posible introdu
ir los

M-estimadores de lo
aliza
ión para intervalos aleatorios.

Los teoremas de existen
ia y uni
idad de solu
ión (el Teorema de Representa
ión), así 
omo

el estudio de la solu
ión algorítmi
a, son apli
a
iones de los logros publi
ados en los artí
ulos

anteriores por Kim y S
ott. Una de las 
on
lusiones más interesantes de la parti
ulariza
ión del

Teorema de Representa
ión es que, bajo las 
ondi
iones del mismo (que 
umplen mu
has de las

fun
iones de pérdida más notables en este mar
o), los M-estimadores pueden expresarse 
omo


ombina
iones lineales 
onvexas de los valores muestrales, lo que en el 
aso que se estudia da

lugar a estima
iones 
on valores intervalares (gra
ias a que las las 
ombina
iones 
onvexas de

sus imágenes en el 
ono en el que se en
ajan isométri
amente permane
en en el mismo).

La 
ontribu
ión del trabajo presentado al Premio Ramiro Melendreras es el análisis formal

de la medibilidad, 
onsisten
ia y robustez de esta alternativa, así 
omo el estudio 
ompleto del


on
epto ad ho
 de tipo L2
. Las pruebas de di
hos resultados son demasiado largas para la

longitud permitida para el trabajo, así que en su mayor parte se han in
luido simplemente

indi
a
iones esquemáti
as a
er
a de su demostra
ión.

El estudio riguroso llevado a 
abo en el trabajo se 
omplementa 
on estudios de simula
ión

también novedosos, en los que se 
omparan, desde el punto de vista de varios 
riterios estadísti
os,

algunos de los M-estimadores más notables obtenidos. Estos estudios de simula
ión 
onllevan

una di�
ultad adi
ional, ya que no se dispone aún de modelos de distribu
iones para intervalos

aleatorios que sean su�
ientemente realistas 
omo para ajustarse bien y representar un amplio

espe
tro de situa
iones prá
ti
as.
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