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Resumen del trabajo

Este trabajo se enmara en el análisis estadístio on datos impreisos, los uales onstituyen uno

de los nuevos tipos de datos que van surgiendo al ampliarse aún más el ampo de apliaiones

de la Estadístia. El análisis de esta lase de datos presenta una serie de retos, debidos en buena

parte a las peuliaridades del espaio en el que se trabaja. Este trabajo se ha entrado en el

aso de los datos intervalares, uyas apliaiones al mundo real son muy numerosas en áreas tan

diversas omo la Eonomía, la Psiología, la Biomediina, las Ingenierías, et.

La teoría de los intervalos aleatorios (ompatos), entendida omo un aso espeial de la

teoría de onjuntos aleatorios ompatos y onvexos, ha impulsado la formalizaión matemátia

de muhos oneptos estadístios sobre los meanismos aleatorios que generan datos intervalares,

así omo el interés por el desarrollo de ténias estadístias que failiten su análisis.

La �losofía perseguida en este trabajo es la de onservar, en la medida de lo posible, las

noiones y ténias lásias utilizadas para variables y vetores aleatorios, si bien este enfoque

no aree de obstáulos por las araterístias propias de este tipo de datos. En este sentido, abe

reseñar la falta de linealidad del espaio de valores de esos datos (intervalos ompatos no vaíos)

on la aritmétia usual y, omo onseuenia de diha semilinealidad, la inexistenia de una

operaión diferenia que simultáneamente esté siempre bien de�nida y onserve las propiedades

que posee en el aso real en relaión on la operaión suma.

Como herramienta lave para el desarrollo o adaptaión de ténias estadístias para interva-

los aleatorios, se manejarán distanias entre intervalos ompatos, evitando así los inonvenientes

que on seguridad presentarían las diferenias entre intervalos.

Dentro de todo el abanio de hipotétios estudios estadístios on datos intervalares, el trabajo

andidato al Premio Ramiro Melendreras se entra en la propuesta de medidas de loalizaión

robustas. Se trata de un objetivo de enorme interés, ya que en los últimos años se han ido

ampliando exponenialmente los métodos estadístios generalizados a intervalos aleatorios, pero

la prátia totalidad de ellos se basan en la media de Aumann. Si bien el valor de Aumann goza

de abundantes propiedades, muy onvenientes desde el punto de vista tanto estadístio omo

probabilístio, también hereda de la media de variables aleatorias reales su exesiva sensibilidad

ante la existenia de datos atípios (outliers) o los ambios en los datos.

Con el propósito de reforzar en este aspeto los métodos existentes en la literatura y imentar

adeuadamente los modelos aún por desarrollar, se vuelve auiante la búsqueda de medidas

que resuman la tendenia entral de los intervalos aleatorios y que no se vean tan sumamente

in�ueniadas por errores u observaiones atípias omo la media de Aumann. En poas palabras,

que salvaguarden las onlusiones estadístias obtenidas a través de esos métodos, inluso bajo

esos supuestos ambios on respeto a las ondiiones iniiales o ideales para el estudio.

Estado del arte

En este apartado se resumirán las ideas que ya se habían reogido en la literatura aera del

problema planteado para este trabajo. Hay que tener en uenta que muy poas vees se había

abordado la uestión de estimar la loalizaión de un intervalo aleatorio a través de un estimador

que a su vez tomara valores de intervalo y, al mismo tiempo, fuera robusto. En este punto, sería
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onveniente haer una referenia a los dos tipos de vertientes que se originaron en el ampo de

los intervalos aleatorios.

• Por un lado, algunos expertos onsideran que la obtenión de datos intervalares está mo-

tivada por la impreisión o los errores de mediión a la hora de observar una variable

aleatoria. En este aso, el objetivo está siempre ligado a la variable aleatoria subyaente.

Entre dihos trabajos abe itar, aunque para el aso más general de valores difusos, Ban

et al. [1℄, Bodjanova [2℄, Grzegorzewski [3℄, Kersten [4℄ y Yamashiro [14, 15℄. Nótese que la

medida que examinan es la mediana y que no se omplementan las propuestas on ningún

estudio formal de la robustez.

• Por el otro lado, otros expertos entran su atenión en el estudio de la los intervalos aleato-

rios que representan araterístias esenialmente impreisas. Si bien este último es el

enfoque que impulsó esta investigaión, onviene alarar que los resultados obtenidos son

apliables independientemente de la onepión que se tenga sobre su signi�ado e inter-

pretaión, siempre que las onlusiones estadístias atañan a las araterístias impreisas

y no a las posibles reales subyaentes.

Puede deirse, por lo tanto, que el estudio robusto ompleto de la loalizaión de un intervalo

aleatorio prátiamente se origina on la tesis dotoral de la autora de este trabajo, tanto en

la amplia propuesta de medidas omo en el uso de herramientas de la Teoría de la Robustez

Estadístia para fundamentar teóriamente el aierto de dihas alternativas y la mejora que

suponen en omparaión on la media de Aumann.

Aunque las medidas de loalizaión aquí reogidas fueron introduidas en su momento en la

tesis dotoral, presentada a �nales de junio de 2014, es justo omentar que varios de los resultados

más importantes y globalizadores aquí expuestos (omo la medibilidad, la onsistenia y el punto

de ruptura de los M-estimadores de loalizaión) se han demostrado on posterioridad a la defensa

de la tesis. De todos modos, y omo se va a detallar a ontinuaión, existen varias publiaiones

aera de los oneptos ad ho de tipo L1
y alguna on un estudio parial de la noión ad ho de

tipo L2
(de ahí que no se hayan inluido demostraiones de los resultados ya publiados), pero

el estudio general de los M-estimadores de loalizaión para datos intervalares es ompletamente

novedoso.

Como se ha ido refereniando a lo largo del trabajo, la propuesta de las extensiones de la

noión de mediana al aso intervalar a través de métrias se enuentra ya en la literatura (véanse,

por ejemplo, Sinova et al. [8, 10℄ y Sinova y Van Aelst [11, 13℄, y asimismo Sinova et al. [9, 12℄

para la situaión más general de los números difusos aleatorios, del que los intervalos aleatorios

son un aso partiular).

Contribuiones de este trabajo

Con respeto a las noiones de mediana ya presentes en la literatura, este trabajo da un paso

más allá al uni�ar todos esos oneptos ad ho y otros novedosos desde el punto de vista de la

literatura (los M-estimadores de�nidos a través del Teorema de Representaión) bajo un mismo

maro teório: el de los M-estimadores de loalizaión .
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El que los M-estimadores de loalizaión de variables aleatorias reales sean onsiderados una

herramienta exitosa en el estudio de la tendenia entral, motiva sin duda su extensión al aso

intervalar. Reuérdese que los M-estimadores se de�nen a través de un problema de minimizaión

de ierta funión de pérdida evaluada en las distanias eulídeas entre los valores que toma la

variable aleatoria y la lase de números reales. Por lo tanto, la mediana es un aso partiular

de M-estimador de loalizaión: el que se obtiene al esoger omo funión de pérdida la funión

valor absoluto. De heho, la idea subyaente es la de proponer estimadores intermedios entre

la media (on funión de pérdida la funión uadrado) y la mediana (on funión de pérdida la

funión valor absoluto).

Existen en la literatura algunos trabajos que adaptan los M-estimadores de loalizaión al

aso de elementos aleatorios que toman valores en un espaio de Hilbert, si bien sus autores las

enmaran úniamente en el ontexto de la estimaión robusta de la funión núleo de densidad

(véanse Kim [5℄ y Kim y Sott [6, 7℄). Graias a la existenia de un enaje isométrio del espaio

de intervalos ompatos en el ono R× [0,∞) del espaio de Hilbert R
2
, es posible introduir los

M-estimadores de loalizaión para intervalos aleatorios.

Los teoremas de existenia y uniidad de soluión (el Teorema de Representaión), así omo

el estudio de la soluión algorítmia, son apliaiones de los logros publiados en los artíulos

anteriores por Kim y Sott. Una de las onlusiones más interesantes de la partiularizaión del

Teorema de Representaión es que, bajo las ondiiones del mismo (que umplen muhas de las

funiones de pérdida más notables en este maro), los M-estimadores pueden expresarse omo

ombinaiones lineales onvexas de los valores muestrales, lo que en el aso que se estudia da

lugar a estimaiones on valores intervalares (graias a que las las ombinaiones onvexas de

sus imágenes en el ono en el que se enajan isométriamente permaneen en el mismo).

La ontribuión del trabajo presentado al Premio Ramiro Melendreras es el análisis formal

de la medibilidad, onsistenia y robustez de esta alternativa, así omo el estudio ompleto del

onepto ad ho de tipo L2
. Las pruebas de dihos resultados son demasiado largas para la

longitud permitida para el trabajo, así que en su mayor parte se han inluido simplemente

indiaiones esquemátias aera de su demostraión.

El estudio riguroso llevado a abo en el trabajo se omplementa on estudios de simulaión

también novedosos, en los que se omparan, desde el punto de vista de varios riterios estadístios,

algunos de los M-estimadores más notables obtenidos. Estos estudios de simulaión onllevan

una di�ultad adiional, ya que no se dispone aún de modelos de distribuiones para intervalos

aleatorios que sean su�ientemente realistas omo para ajustarse bien y representar un amplio

espetro de situaiones prátias.

Referenias

[1℄ Ban A, Coroianu L, Grzegorzewski P (2013) A �xed-shape fuzzy median of a fuzzy sample. 8th

Conferene of the European Soiety for Fuzzy Logi and Tehnology, EUSFLAT 2013, Advanes in

Intelligent Systems Researh 32: 215�222

[2℄ Bodjanova S (2005) Median value and median interval of a fuzzy number. Inform. Si. 172(1):

73�89

[3℄ Grzegorzewski P (1998) Statistial inferene about the median from vague data. Control and Cy-

bernetis 27: 447�464

3



[4℄ Kersten PR (1995) The fuzzy median and the fuzzy MAD. In: Pro. 3rd International Sympo-

sium on Unertainty Modeling and Analysis and Annual Conferene of the North Amerian Fuzzy

Information Proessing Soiety, (ISUMA - NAFIPS'95), IEEE: pp. 85�88

[5℄ Kim JS (2011) Kernel Methods for Classi�ation with Irregularly Sampled and Contaminated Data.

PhD Thesis, University of Mihigan (http://deepblue.lib.umih.edu/bitstream/handle/2027.42/89858/stan-

num_1.pdf?sequene=1)

[6℄ Kim JS, Sott CD (2011) On the robustness of kernel density M-estimators. In: Pro. 28th Int.

Conf. Mah. Lear., Bellevue, Washington: pp. 697�704

[7℄ Kim JS, Sott CD (2012) Robust kernel density estimation. J. Mah. Learn. Res. 13: 2529�2565

[8℄ Sinova B, Casals MR, Colubi A, Gil MA (2010) The median of a random interval. In: Combining Soft

Computing and Statistial Methods in Data Analysis (Borgelt C, González-Rodríguez G, Trutshnig

W, Lubiano MA, Gil MA, Grzegorzewski P, Hryniewiz O, Eds), Adv. Intel. Soft Comp. Vol. 77.

Springer, Berlin: pp. 575�583

[9℄ Sinova B, Gil MA, Colubi A, Van Aelst S (2012) The median of a random fuzzy number. The 1-norm

distane approah. Fuzzy Sets Syst. 200: 99�115

[10℄ Sinova B, González-Rodríguez G, Van Aelst S (2013) An alternative approah to the median of a

random interval using an L2
metri. In: Sinergies of Soft Computing and Statistis for Intelligent

Data Analysis (Kruse R, Berthold MR, Moewes C, Gil MA, Grzegorzewski P, Hryniewiz O, Eds),

Adv. Intel. Syst. Comp. Vol. 190. Springer, Berlin: pp. 273�281

[11℄ Sinova B, Van Aelst S (2013) Comparing the medians of a random interval de�ned by means of

two di�erent L1
metris. In: Towards Advaned Data Analysis by Combining Soft Computing and

Statistis (Borgelt C, Gil MA, Sousa JMC, Verleysen M, Eds), Stud. Fuzz. Soft Comp. Vol. 285.

Springer, Berlin: pp. 75�86

[12℄ Sinova B, Pérez-Fernández S, Montenegro M (2015) The wabl/ldev/rdev median of a random fuzzy

number and statistial properties. In: Strengthening Links Between Data Analysis and Soft Comput-

ing. Advanes in Intelligent Systems and Computing (Grzegorzewski P, Gagolewski M, Hryniewiz

O, Gil MA, Eds), Adv. Int. Syst. Comp. Vol. 315. Springer, Heidelberg: pp. 143�150

[13℄ Sinova B, Van Aelst S (2015) On the onsisteny of a spatial-type interval-valued median for random

intervals. Statist. Probab. Lett. 100: 130�136

[14℄ Yamashiro M (1995) The median for a L-R fuzzy number. Miroeletronis Reliability 35(2): 269�

271

[15℄ Yamashiro M (1994) The median for a trapezoidal fuzzy number.Miroeletronis Reliability 34(9):

1509�1511

4


