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1. Introduccion

El articulo “Decision Boundary for Discrete Bayesian Network Classifier” [9] ha sido aceptado
para la publicacién en el Journal of Machine Learning Research (IF de 2.853). En ese trabajo
hemos analizado la capacidad expresiva de los clasificadores binarios basados en redes Bayesianas
formadas por variables predictoras categdricas. Un clasificador binario es un algoritmo que a partir
de una base de datos de entrenamiento, formada por n variables aleatorias X1, ..., X, llamadas
predictoras y una variable binaria llamada clase C' € {—1,+1}, intenta aprender una funcién que
clasifica nuevas instancias. El objetivo es entonces aprender una funcion de decisién,

f:=0Q x - x Q= {-1,+1}.

En este trabajo, concentramos nuestra atencién sobre clasificadores Bayesianos y en particu-
lar clasificadores basados en redes Bayesianas. Los clasificadores con redes Bayesianas estiman
a partir de los datos de entrenamiento la distribucién conjunta de las variables Xi,...,X,,C,
P(C,X1,...,Xn), y en particular dado que se asume una estructura de redes Bayesianas, la dis-
tribucion de probabilidad P se puede factorizar como,

P(C,X,,...,X,) = P(C) H P(X;|Xpa(i)),

=1

donde X,,(;) indica los padres de X; en la red Bayesiana (nodos con arcos dirigidos a X;). A partir
de la distribucion conjunta es posible definir la funcién de decisiéon generada como,

T1,...,Tn) =ar mix P(C=cXi=z1,...,X, =2,
(1 ) =arg _mdx | P( [ X1 =z )

=arg mix P(C=c¢,X1=w1,...,X, =2,)
ce{—1,+1}

n

= argce{nj?”)il} P(C=c¢) EP(Xi = 2i|Xpa(i))

Es decir, para cada nueva instancia de los predictores, (z1,...,x,), €l clasificador predice la clase
mas maxima probabilidad a posteriori.

En nuestro trabajo hemos analizando la expresividad de los clasificadores basados en redes
Bayesianas y variables predictoras categéricas, es decir cuantas y cuales entre todas las posibles
funciones de decisién se pueden generar con clasificadores basado en redes Bayesianas. Hemos
estudiado particular clasificadores Bayesian network-augmented naive Bayes (BAN), un tipo de



clasificadores que son una directa extensién del modelo naive Bayes (NB), donde se permite la
estructura de una rede Bayesiana cualquiera entre las variables predictoras, manteniendo la variable
clase como padre de todas las predictoras, esto ultimo exactamente como en el naive Bayes.

2. Estado del Arte

El primer resultado sobre la capacidad expresiva de clasificadores con redes Bayesianas fue
demostrado por Marvin Minsky (premio Turing en 1969 y premio Fundacién BBVA Fronteras del
Conocimiento en 2013) en 1961 [5], que prob6 que un clasificador naive Bayes con predictoras
binarias solo puede generar funciones de decisién lineales.

Peot [7] en 1996 revisé el resultado de Minsky sobre naive Bayes y presenté algunas amplia-
ciones. En particular analizé predictoras categoricas, todas con el mismo numero de valores, y el
caso de dependencias entre predictoras. Ademas, Peot [7] analizé cotas superiores del numero de
funciones de decisién que puede representar el naive Bayes.

Domingos y Pazzani [2] estudiaron a fondo la optimalidad del clasificador naive Bayes. De-
mostraron que el clasificador naive Bayes puede conseguir alcanzar el error optimo también si las
asunciones de independencias no se cumplen.

Jaeger [3] demostré que, para predictores binarios, la expresividad de los clasificadores con
redes Bayesianas de diferentes niveles de complejidad esta relacionada con polinomios de diferentes
grados.

Ling y Zhang [4] probaron que un clasificador con redes Bayesianas donde cada nodo tiene
como maximo k padres no puede representar una funcién de decisién que contenga (k 4+ 1)-XOR.

Nakamura at al. [6] investigaron el espacio con producto interno asociado con un clasificador
con redes Bayesianas, es decir, el minimo espacio vectorial con producto escalar tal que representa
las funciones de decision generadas. Probaron cotas inferiores y superiores para la dimensién del
espacio con producto interno y enlazaron la dimensién del espacio con producto interno asociado
con la dimensién de Vapnik-Chervonenkis (VC) [8].

Yang y Wu [10] demostraron que en el caso de redes Bayesianas completas o en general sin V-
estructuras, la dimensién del inner product space es igual a la dimension de Vapnik-Chervonenkis
del conjunto de funciones de decisiones generadas.

3. Resumen de los Resultados

Nuestros resultados son una ampliacién de los resultados de Minsky [5] y Peot [7], y estdn basa-
dos en una representacion polinomial del logaritmo de la funcién de probabilidad y de probabilidad

condicionada de una variable aleatoria categoérica. En particular si Xy, Xo,...,X,, son variables
categéricas que toman valores respectivamente sobre los conjuntos 1, s,...,2,, se obtiene que
Lo . m (g,
P(Xl:x1|X2:123"'7Xn:x"): H p(jl|‘727'~'7.7n)nl:1 Ji (x), (1)
(j17~--7jn)

donde 621 (z;) es el j;6simo elemento de la base polinomial de Lagrange [1] sobre los puntos de ;.
Gracias a esa representacion, hemos demostrado el siguiente resultado vélido para naive Bayes:

Teorema 1 Sea f una funcion de decision para un problema de clasificacion binaria sobre n
variables categdricas X; € Q; = {&},...,&™}, donde |Q;| = m;. Entonces f se representa por el

my

signo de un polinomio del tipo >, (ijl ai(j)ﬁyi (azl)> si y solo si existe un clasificador naive

Bayes tal que genera f, donde E? son los polinomios de la base de Lagrange sobre §;.



El Teorema 1 implica que el siguiente espacio de polinomios es suficiente para representar todas
las funciones de decisiéon que se pueden generar con un clasificador naive Bayes,

n m;

PVE = 3 Y ()l (@) | tea ai(j) €R

i=1 \j=1

Ademss, todas las funciones de decisién representadas por el signo de un polinomio en PNEB
se pueden generar por un clasificador naive Bayes. La demostracion que hemos desarrollado es
constructiva y explicamos cé6mo construir el polinomio cuyo signo representa la funciéon de decisién
generada. Y reciprocamente como, a partir de los coeficientes de un polinomio en la forma especifica
es posible definir probabilidades sobre una estructura de naive Bayes tales que la funcion de decisién
generada es igual al signo del polinomio.

Mas atn el resultado para clasificadores naive Bayes se puede demostrar en general para clasi-
ficadores BAN, siempre que en el sub-grafo de las variables predictoras no haya V-estructuras.

Teorema 10 Sea G un grafo aciclico dirigido, con nodos X; por cada i = 1,...,n, y sea f una
funcion de decision con predictoras X; € Q; = {&},...,&"}. Supongamos, ademds que G no
contiene V -estructuras, entonces f se puede representar con el signo del siguiente polinomio

r(x) =) > G Y Ak T 6 (),
i=1 j=1 keM; sepa(i)
si y solo si f es generada por un clasificador BAN con sub-grafo de las predictoras dado por G.

En el caso de clasificadores BAN sin V-estructuras se obtiene que el siguiente espacio de po-
linomios representa las funciones de decisién generadas por clasificadores BAN con grafo de las
predictoras G,

PEAN = L) =Y N @) Y a6k [ 6 (@) ta. Bi(jlk) € R
i=1 j=1 keM; sepa(i)

En caso de presencia de V-estructuras una de las implicaciones del Teorema 10 es vélida. En
particular para cada funcién de decisién generada por un clasificador BAN existe un polinomio
de la forma descrita cuyo signo es igual a la funcién de decisién. Reciprocamente en presencia de
V-estructuras no siempre es verdad que cada polinomio de esa forma represente una funciéon de
decision relacionada con un clasificador BAN con esa estructura.

Los espacios de polinomios PV? y en general PQBAN son espacios vectoriales que podemos
analizar como sub-espacios del siguiente conjunto:

PN = {Z e [ 60 (@) toa me € R} ;

keM =1

donde la suma se extiende sobre todos los posibles multi-indices k. El espacio PFBY | que equivale
a PG4 si G es una rede Bayesiana completa, es un espacio vectorial de dimensién [ = [T\, |€]
y contiene todos los polinomios cuyo grado en la iésima variable es minore o igual que |;| — 1. Es
claro por la definicién que los polinomios en P¥BYN pueden interpolar cualquiera funcién sobre
y entonces pueden representar cualquier clasificador sobre las variables X1, ..., X,,.

En el articulo hemos computado la dimensién de los espacios PNB y PgBAN y gracias a eso
hemos demostrado una cota superior para el nimero de funciones de decisiéon generadas por un
clasificador BAN. Concretamente el siguiente resultado.



Corolario 18 Se considera una clasificador BAN sobre variables predictoras X; € Q;, |Q;] = m;
y supongamos que el sub-grafo de las predictoras G no contiene V -estructuras. Entonces

-1 ar
24 < |4 BANY| < 9 -
< |signo(Pg V)| < kZ:O k ,

donde d =", ((mZ -1) Hsepa(i) ms) +1yM=[[,m.

En resumen en el articulo hemos realizado desarrollos metodolégicos para analizar las funciones
de decisién y el poder expresivo relacionado con clasificadores BAN. Se ha demostrado cémo la
complejidad y la estructura de un clasificador BAN esta relacionada con la complejidad expresiva
de las funciones de decisién que puede generar. En ausencia de V-estructuras los resultados per-
miten acotar la capacidad expresiva de cada estructura y asociar a cada familia de clasificadores
un espacio de polinomios que los caracteriza. Entre las posibles lineas futuras se podrian exten-
der las propriedad geométricas de los espacios polinomiales definidos y desarrollar algoritmos de
aprendizaje de clasificadores mas eficientes.
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